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論文要旨 
 
本博士論文は 2 部構成になっている. 第 1 部では重み付きゲーム木における固有分布に関する考察を行って
おり, 第 2 部は有限モデル理論における Lindström 拡大の性質について研究し, 得られた結果についてまと
めたものである.  
第 1 部 
ゲーム木とはゲームの状況を木構造を用いて表現したものであり, 相手の手番の頂点には AND, 自分の手番
の頂点には OR がラベル付けされている. 特に根のラベルが AND（OR）の時は AND-OR（OR-AND）木と
も呼ばれる. ゲーム木と葉に対する真偽値割り当てが与えられたとき, 各頂点のラベルに従って計算するこ
とで根の真偽値が定まる. 葉を調べる手順を明示したものをアルゴリズムと呼び, 根の値を判定するために
調べた葉の数をそのアルゴリズムにおける計算コストと呼ぶ. 真偽値割り当て上の確率分布が与えられると
計算コストの期待値が定義され, あらゆるアルゴリズムを考えた状況における期待値の最小値を最も大きく
するような確率分布は固有分布と呼ばれる.  
2007 年に Liu-Tanaka は計算コストの期待値がアルゴリズムに依らないような確率分布である Ei-分布を導
入し, 一様二分木における固有分布の一意性を示し, その後 2012 年には Suzuki-Nakamura によりアルゴリ
ズムのクラスを制限すると Ei -分布が固有分布となるが, もはや一意性は成り立たないことが示された. 本
博士論文では, 重み付き多分岐木に対しても同様の結果が成り立つことを証明している.  
2 章ではゲーム木に関する基本的な定義と, 多分岐木における固有分布と, Ei -分布の同値性についての証明
を概観する. 基本的には Suzuki-Nakamura に手法を拡張したものであり, 高さに関する帰納法が用いられ
るが, 多分岐木の場合は根の分岐の数に関する帰納法を同時に用いる必要があり, より複雑な証明になって
いる.  
3 章では重み付き木を導入し, そのような木に対しても固有分布の一意性が成り立つことを証明する. 証明
の概要は以下の通りである. 通常, 計算コストは根の真偽値を判定するために調べた葉の数で定められるが, 
重み付き木では正の実数 a,b を用いて葉の値が 1 ならコストは a, 0 なら b とし, 計算コストはそれらの和と
して計算される. 重み付き木を考えることにより, あるゲーム木における確率分布をより高さの小さい重み
の異なる別のゲーム木における確率分布とみなすことが可能となり, 木の高さに関する帰納法を用いること
で固有分布の一意性が証明される.  
第 2 部 
記述計算量理論とは, PやNPといった計算量クラスをその問題を記述するための論理で特徴づけることを目
的とした理論であり, 現在主要な計算量クラスは 1 階述語論理に Lindström 量化詞を加えた体系や 2 階述語
論理の部分体系などで特徴づけられることが知られている. ここで Lindström 量化詞とは通常の“全ての”
や“存在する”等といった量化詞を一般化した概念であり, 有限モデルのクラス K に対応する Lindström 量
化詞を 1 階述語論理に加えた論理は K が定義可能となる 1 階述語論理の最小の拡張とみなすことが出来る. 
記述計算量理論によると計算量クラスを分離することはそれらを特徴づける論理の表現力を分離することに
他ならない. これらの事実を踏まえ本博士論文では様々な方向から 1 階述語論理に Lindström 量化詞を加え
た論理の表現力に関する研究を行った.  
4 章では Lindström 量化詞の具体的な定義を含む有限モデル理論における用語の定義を与え, 歴史的な背景
及び, それらの簡単な性質についてまとめてある. さらに論理の表現力を分離するうえで有用な道具となる 
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Ehrenfeucht-Fraïssé game を導入する.  
5 章では Lindström 量化詞の表現力に関する分析を行う. 具体的には次の二つの問題について考える.  
(I)  2 つの Lindström 量化詞が与えられた時, 片方が他方で定義可能である必要十分条件は何か. 
(II) 有限モデルのクラスのモデル論的な性質が対応する Lindström 量化詞の表現力に影響を与えうるか. 
(I)については数え上げ量化詞同士の比較可能性に関する必要十分条件を与えた. 数え上げ量化詞とはある自
然数の集合 S を用いて「～を満たす要素の個数は S に属する」という意味を表す量化詞であり, 自然数の集
合 S,T に対し, S に対応する Lindström 量化詞が T に対応する Lindström 量化詞で表現できるのは整数係数
多項式による T の逆像のブール結合で S が構成できることが必要十分であることを示した.  
また(II)について, 任意の有限モデルのクラスに対し, 対応するLindström量化詞が同じ表現力を持つような
monotone なクラスが存在することが知られている. これは有限モデルのクラスの monotone という性質が
Lindström 量化詞の表現力に影響を与えないことを意味する. 本博士論文では monotone の代わりに 
downward closed という性質を考え対応する Lindström 量化詞は空言語における 1 階述語論理と表現力が
変わらないことを示した. 系として downward closed なクラスに対応する Lindström 量化詞は数え上げ量
化詞を定義できないことが解る. 
6 章では, Lindström 量化詞全体が作る半順序構造の性質について考察を行う. 片方の量化詞が他方の量化詞
で定義可能であるという関係で Lindström 量化詞全体に半順序関係を入れることが出来る. 数理論理学では 
Wedge degree や Turing degree など様々な次数構造が定義されかつそれらの構造に関する研究が行われ
ており, 本博士論文で定義する構造もそれらの 1 種と考えられる.   
別 紙 
 
論文審査の結果の要旨 
 
 本博士論文は 2 部構成でできており，第一部では重み付きゲーム木における固有分布に
関する考察を行い, 第二部は有限モデル理論における Lindstrom 拡大の性質についての結
果をまとめている． 
 
【第一部】 ランダム入力をもつ AND-OR 木の真偽判定アルゴリズムの計算コストについて
考察する．計算コストは，根の真偽値を判定するまでの，葉(変数)の値へのクエリ回数で測ら
れる．劉-田中は，最良アルゴリズムによる最小コストを最大化する入力分布を「固有分布」と
呼び，AND-OR 二分木に対する固有分布は，ブール木の値を１にして，かつ葉に割り当てられ
る１の個数が極小であるような割り当て集合に対する一様分布になることを示した．本研究の
主結果は劉-田中の結果を多分岐均整木に一般化するもので，重み付き木を導入することで多
分岐木に対する固有分布の一意性を証明した．重み付き木は，値 1 の葉に対するクエリコス
トは a(>0), 0 なら b(>0)として, コストの総和を計算するものである. こうすることで，与え
られた木に対する確率分布を部分木の確率分布に分けて扱うことが可能となり，木の高さ
に関する帰納法を用いて固有分布の一意性を証明する．なお， 自由に重みを与えた場合, 固
有分布の一意性は一般に成り立たないことも示されている． 
 
【第二部】 1 階述語論理に Lindstrom 量化詞を加えた論理の表現力に関する研究を行っ
ている．とくに２つの Lindstrom 量化詞の間の定義可能関係を調べた．数え上げ量化詞同
士の関係については，それらに対応する自然数集合の間の算術的関係として必要十分条件
を与えた．また，downward closed なクラスに対応する Lindstrom 量化詞は数え上げ量化
詞にならないことも示した．最終章では, Lindstrom 量化詞全体において定義可能性の半順
序構造について考察を行っている.  
 
 以上のことは，論文提出者が自立して研究活動を行うに必要な高度の研究能力と学識を有する
ことを示している．したがって，沖坂祥平提出の博士論文は，博士（理学）の学位論文として合
格と認める． 
 
